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2 CARBON NANOTUBES AS C̆ERENKOV-TYPE TERAHERTZ EMITTERS
*����
��� 
#� '�� ��� 
#� ���
� ���� � �� -�"0 �'�' ����
��� ���� ��� �
����
�' ���0
��� �� ����
���� ��
� A���� � �%
��� ��' 
���#��
2 ��� �� #�� ���� %��%���' ?FD��@� �� 
#�
���
�� A� %�����
 � �����
��
 
#���� �� 
#� �����
� "#��� � � A'� ����� �� '����� �
�2� 

#� �
����
�� �� ����
��� ����� A
# ����
���� ��
� A���� 
� %��'��� ����
���� ��
� ��'�0

��� 	
��
�' �� 
#� ����
�� �� ����
���� ?�/@� 
#� ����� �������� ���# A���0���A� ���
���
�� 
������ A��� 
���� ;"9"< ��' ����A��' A��� ������
��� ;�9B< ?�E@� ���� ����
��� ������
;137< ?�(D�)@� �
�� �� ���# ���
���� ����#������ ��
�� �� ����
���� ��' ����
���� ��
�
A��� ��'���
�� 
#� ����
��� ���� ��' ��#����
 ��'�
�� � %��'���' �� ����
��� ����#��� "#�
��'�
�� ���:����� � ����
#�� 
������ '�� 
� 
� '�%��'���� �� 
#� ����
��� ���� ���� ��
"#�������� ���# 
�%�� �� ��

��� ��� �%���
� � � A'� �%��
��� ��� � ���� ����A��� ��' �0
�����' ���:������ 
� ������ ��
������
 ;�� �� G�G0137 �
 $3	H<� 	������ %��I��
� ���' �

���� � #��' 50��� ��� � #��� �
��
�' ?��� ��@�"#� ����#���2�
�� �� ���� ����
���� ��'
����
���� ��
� A��� � �

���' �
#�� �� ���A� '�A� 
#� ����
���� ��
� A��� ; >-��������
	�
#0������� ?��@ ��' :���0 >-������� ?��@ ��'�
�� ���#�����< �� �� �%%��� �� �4
�����
�� ��
� � ��'� A#�# � ������ �  ���
���� ?�/��E@ ��' �%�
���� %���'��� � ��'���
��� ?�F@�
"#� ������
��0
�%� ���#���� ?�(@ ��� �� ���� ����2�' ��� ����
���� A
# '����
� �%��
��� ��

��������� ��
�� ;��� �4��%��� ��� ����
��� �#������ � ����
���<�

"#� >-������� ��'�
�� �  ������' �� 
#� ����#���2�
�� ���'
�� ω − ku = 0� A#���
k � 
#� A������
�� ��' u � 
#� �#�� �' %��
��� ;����
���< �����
�� �� ���
��� A
# �4
�����
� ��'� 
#� ����#����� ���'
�� � 
���������' 
� ω − ku− Ω = 0� A
# Ω ��� 
#� ����
���
������
�� ���:������ �� 
#� ������
�� �� ��� Ω � 
#� 
����
�� ���:����� ��
A��� ����
���
������ ?�.@� "� ��#��� ��#����
  �����
�� � 
#� '����� '������'� � # # ������ ���
 ��
���
���' � 
#� �� �� �� 
#� ����
��� ���� ?�F@� B
#��A��� �������� �� ����
���� A
#
�
������� ����
���� ��
 �� 
#� ����#����� ��'� �����:���
��� ���� � ��
 ����#�'� 1��� 
#�
%��
 �� ��A -�"� ��� ��:�� ��I��
� ���� 
#�� �4#�
 �����
� ����
���� ���'��
�� �
 ����

��%���
���� A
# ���� ���� %�
#� �� 
#� ��'�� �� ������ ��' ���� 
��� �� ������ ?�)D��@�
"#�������� ����
���� ��� ��
 ��#����
�� ���� 
#� A#��� -�" ��� 
# A#�# � 
�%����� �0��
μ�� �� �''
��� �� ��0 ��' ���
0A��� ������ ����
���� ��� ����� � # # ������
 '���
� ��

#� ��'�� �� 109 − 1010 &J��2� ��� �� � *���� ?��D�/@� 7��
��� ��
���� -�"� �4#�
 � �
��� 
���A� '�A� �� ������� ����
���� ��
� A���� ;�� ��� � �� E�0��� 
���< ?�E� �(@� "#��� �
������
�� �� 
#��� -�" ��� %��%��
��K

;< �����
�
� �� 
#� ����
��� ���A ���� 
�%��� -�" ��� 
#�
;< �4
������ # # ������
0������ ��%��
� ��'
;< �
��� ���A� '�A� �� ������� ����
���� ��
� A�����

����� 
#�� ��
���� ���''�
�� ��� 
#� '�����%���
 �� ����0�2�' -#�������0
�%� ��

��� D
����0"9"� ����0�9B ��' ����0137�

2.1 Self–consistent equation of motion for electromagnetic wave and electron
beam
����
���� D :���0���0'�������� �������������������� D ��� ��
���' �� ����� �  ��%#���
����� �
� � ����'��� "#� 
���������
�� ��� �� %�������' � '������
 ������� ������ �' ��

#� '��� �'�4 (n1, n2)� "#� 
A� �
� ��� n1 ��' n2 ��%�����
 
#� ���
�� �#����
��2� 
#�
'������
 A��� �� ����� � A
# n1 = 0 ��� 2 2� -�"�� n1 = n2 ��� ����#�� -�"�� ��'
0 < n1 �= n2 ��� �#��� -�"�� & ����
��� ��� ������
 �
#�� ��
���� �� ������'��
��
%��%��
��� '�%��'� �� 
� ��'�� Rcn ��' #�A 
 � �����'� "#� �������
�� ����� ���� 
#�

��������� :���
2�
�� �� �#�� � ������ ��
�� ��' � '�� 
� 
#� :���0���0'�������� 
�%��0
� � �� -�"� ?/� �.@�

-���'�� �� ����
��� �������� � �� ����
�' �� ��0A��� ������ ����
��� ����
�' ���� 

#� z0�4�� "#� ����
��� ���� ��� �� �I��
�' �
� 
#� ����
��� ���� 
#� ��
�'� �� �� �4
�����

Journal of Nanophotonics, Vol. 4, 041665 (2010)                                                                                                                                    Page 2

Downloaded from SPIE Digital Library on 07 May 2010 to 138.48.203.174. Terms of Use:  http://spiedl.org/terms



������ �� 
#�� ��� �� %��'���' �� �%%��� ���
� � 
� ���� ���
�� �� 
#� ����
���� &������0
�
�' �� 
#� ���
� �� ����
���� ��� �I��
�' �
� 
#� A���� �� ��� ��'�%��'��
�� �� 
#� �� �
�� ����
����� 
#�� ��
�� � 
#� �� �� � ������' 
� �� �����
��

&� A�� ���
���' ������ 
#��� � � ���
�� ����� � ��
A��� � -�"  �'� ����
��� ����
��' ��������%� ������ ����
��� '������ "#� ��� ;��' ������< '�
��
�� � 
#� �����
�����0���
���� ��'�� �� -�"� ���%���' 
� 
#�� ��������%� ����� �� �� -�"� 
#� �%�
��
:���
2�
�� �� 
#� ����
��� ��
�� ����� �
� %��� ��'� 
#�������� �������� ��'��� ��� ����
���
���� ������ ��%%������� "#� ����
��� ��
�� � -�"� �  ������' �� :���
��0���#�����
�:��
���� �� 
#� %�%�� A� �#��� ����'�� 
#� ���� �����
 A#�� 
#�  �����
�' � ��' � ��
#��
��� �� ��� 
#� ���'
��

E �
√
h̄c
(ω
c

)2
;�<

� ���fi���' ?�F@� 1��
#��� ���� 
#� %���� 
� 
#� ���
�� /� A� ��
 h̄ = 1� �� 
#� ���� ;�< 
#�
����
���� ��
� A��� #�� � �������� �#����
�� ��' � '������' �� 
#� �������� A��� �:��
��K

∇∇ · E(r, ω)−ΔE(r, ω) =
4πiω

c2
j(r, ω). ;�<

�� ���'
�� ;�< '��� ��
 #��'� 
#� ������ �� %#�
��� %�� :���
�� ����� ������� 
�� ����� 
�
�%%�� � �������� �%%����# ��' 
#� ����
���� ��
� � ��' ���
 �� ����'���' A
#� 
#� :���
��
����
��'������� 6���
��0����
��'������� ����'���
��� ��� �%��
��
 � 
#� �
�� �
� �
�� ��
���
� '�����%���
� A#�� � ��A %#�
��� %��
�%�
� � 
#� %������� 9� ����� 
#� �
� �
��� ���
#�� ������� ������ �� 
#� �
� � �� # #�� '�����%�' ��
���
�� "#��� � ��� ��'��

#� ����
��� ��
�� �  ������' �� 
#� 	�#�L�'� �� �:��
�� A#�� 
#� ����
���� ��
� fie�' �
'������' �� �������� ��4A��� �:��
���� �� 
#� � #
0#��' %��
 �� 
#� � ��' �:��
�� ;�< 
#�
:���

� j(r, ω) � 
#� ������
 '���
� ����� �' ���� 
#� :���
�� �
�
�� �� 
#� ����
��� �����

"#� ������
 '���
� � 
#� A���� �� �� � '�fin�' �� 
#� A���0���A� �:��
�� ?�)@K

j(r, t) =
e

2me
{ψ∗(r, t)p̂ψ(r, t) − (p̂ψ∗(r, t))ψ(r, t)}

− e2

mec
|ψ(r, t)|2 A(r, t). ;�<

=��� p̂ = −ih̄∂/(∂r) � 
#� �����
�� �%���
�� ��' A(r, t) � 
#� ���
�� %�
��
�� �� 
#�
����
���� ��
� �ie�'� ψ(r, t) � ����
��� A��� ����
��� �� A#�
 �����A� A� �� ���
 
#� 1���
��A ��� 
#� ����
��� �
�
�
��� "#� � %������ ������� 
#� ������ �� �4�
�' ����
���� %��
:���
�� ����� � ����' 
� �� ������ ���� �
 ��%���� ������
 '���
�� ����#���� � -�"� ?��D
�/@� ��'��'� 
#� ������ �� ������ � 
#� �
����
�� ������ V � ��
��
�' �� ∼ V p3/(2πh̄)3�
A#��� p � � 
�%��� ����� �� 
#� :���0�����
�� �� ����
���� � 
#� ����� "#� ������ ��
����
���� � 
#� ������ � ∼ neV � A#��� ne � 
#� ����
��� '���
�� "#��� 
#� ������ ��
�4�
�' ����
���� %�� ����� �  ��� �� ηe = (2πh̄)3ne/p

3� &
 � ������
 '���
� �� 108 
� 1010

&J��2 ��' �� �4�
�
�� ���� � �� 
#� ��'�� �� ������� ����
������
�� A� �in' ηe ∼ 10−5−10−3�
"#�������� 
#� �4�#�� � �
����
�� ��
A��� ����
���� � 
#� ���� ��� �� �� ���
�'�

7�
 ψ(r, t = 0) = ψn(r) �� 
#� � ������
�� �� �� ����
��� ��
 �
����
� A
# 
#� ����0

���� ��
� A��� ��' ���� ���� 
#� -�"� 9#�� 
#� �
����
�� � �A
�#�' �� 
#� A���0
����
�� � ��%�����
�' �� 
#� �4%�����

ψ(r, t) =
∑
l

al(t) exp(−iεlt)ψl(r) ;/<

���� � ���%��
� ��
 �� 
#� ��%��
����' � ������
��� ψl(r) A
# ������%��'� ���� � � ��0
������ εl� 1�� ���
#�� ����������� A� ��A�
� 
#� ����fic��
� al(t) �� al(t) = δln + δa

(n)
l (t)�

Journal of Nanophotonics, Vol. 4, 041665 (2010)                                                                                                                                    Page 3

Downloaded from SPIE Digital Library on 07 May 2010 to 138.48.203.174. Terms of Use:  http://spiedl.org/terms



A#��� δln � 
#� 8�������� ������� "#� ������
��� δa(n)l (t) ��� '�� 
� 
#� ����
���D����
���� 0
��
� �ie�' �
����
��� "��� �
� ������
 �4�� %���'�
� �� 
#� ����
��� %�
��
��� 
#� A���0
����
��� ψl(r) ��� �� A�

�� � �����'���� A
# ����# 
#����� ��

ψl(r) = exp {iplz}
∑
τ

blτ exp {iτz}ulτ (r⊥). ;E<

=��� pl � 
#� �4�� %��I��
�� �� 
#� :���D�����
���� l0
# �
�
�� blτ ��� ����
��
 ����fic��
��
τ = 2πq/a ��� 
#� ���%����� ��

�� ����
��
�� a � 
#� -�" �%�
�� %���' � 
#� �4�� '���
���
ulτ (r⊥) ��� ����
��� '�%��'��
 ���� �� 
��������� ����'��
�� ��' q ��� �
� ���� "#� 
���∑
τ
blτ exp {iτz}ulτ (r⊥) � %���'� � 
#� z '���
���
�� 
#� ����� �%%��4��
��� 
#� ���
���
�� 
� 
#� ����
��� ������
 �� ��
� ���� 
#�

����
���D����
���� ��
� �ie�' �
����
�� � '������' �� 
#� �:��
��K

δjn(r, t) =
e

2me

∑
l

{
δa

(n)∗
l (t) exp[i(εl − εn)t][ψ∗l (r)p̂ψn(r)− (p̂ψ∗l (r))ψn(r)]

+ δa
(n)
l (t) exp[−i(εl − εn)t][ψ∗n(r)p̂ψl(r)− (p̂ψ∗n(r))ψl(r)]

}
− e2

mec
|ψn|2 A(r, t). ;(<

"#��� �%%��� 
#� �
��'��' %��
����
��D
#���� 
��#�:�� ?�)@ A� ��
�� 
#� �:��
�� '�����0
� 
#� '������ �� 
#� ����fic��
� δal(t)K

i
∑ ∂δa

(n)
l (t)

∂t
ψl(r) exp(−iεlt) = − e

2mec

× [A(r, t)p̂+ p̂A(r, t)]ψn(r) exp(−iεnt) , ;.<

A#�# � ��
���' �� ����

�
� 3:� ;/< �
� 
#� 	�#�L�'� �� �:��
�� ��' 
� �����:���
 ��0
���2�
�� A
# ���%��
 
� 
#� ����
���� ��
� �ie�' �
��� 
#� "#� 1����� 
�������� �� 3:� ;.<
 ���

δa
(n)
l (ω) =

e

2meωc
〈l|A

(
r, ω + εl − εn

)
p̂

+p̂A
(
r, ω + εl − εn

)
|n〉 . ;F<

=��� A� ��� 
#� �
��'��' ���0 ��' ��
0 ��
�
�� ��� 
#� A�������
��� ��'��
�4 ������
�� |l〉 =
ψl(r)� B��� 
#��� 
���� ��� %�������' � 3:� ;F< A#�# ������%��' 
� 
#� �������
 �
����
��
��
A��� ����
���� ��' ����
���� ��
� field. "#� ���
���
�� �� 
#� ���
 
��� � ;(< � 
#�������
�� ���
�' � 3:� ;F<� �������� 
#� 1����� 
�������� �� 3:� ;(< ���� 
#� �4�� ����'��
� ��'

��� A� ���� 
� 
#� k, ωD�%��� �
����
��D�'���' ������
 '���
� ������
��K

δjn(k, r⊥, ω) = − e2

4m2
ec

∑
lτ ′τ

Bnl(k, r⊥, ω)

×
{
−b

∗
lτ ′bnτ [u

∗
lτ ′ (p̂n + τ) + (p̂n + τ) u∗lτ ′ ]unτ
ω + εl (pn − k)− εn(pn)

+
b∗nτblτ ′ [u∗nτ (p̂n + τ) + (p̂n + τ) u∗nτ ]ulτ ′

ω + εn(pn)− εl (pn + k)

}
. ;)<

Journal of Nanophotonics, Vol. 4, 041665 (2010)                                                                                                                                    Page 4

Downloaded from SPIE Digital Library on 07 May 2010 to 138.48.203.174. Terms of Use:  http://spiedl.org/terms



1�� ����������� A� #��� �
��'���' 
#� ���
�� ���� ��� 
#� ��

�� ����
��
 τ K τ = τez �
A#��� ez � 
#� ��
 �4�� ���
��� "#� :���0�����
�� �%���
�� ��
��� 
#� ��
�4 ������
�
�  ��� �� p̂n = {p̂⊥, pn}� A#��� 
#� �4�� ���%����
� pn ��� C0������� ��' 
���������
���%����
� p̂⊥ ��� �%���
���� "#��� �%���
��� ��
 ���� �� 
#� � #
0�'I����
 ����
���� $���0
� 3:� ;)<� A� �� ���
�' 
#� ��� 
�'��� ���%����
 k �� 
#� ����
���� ��
� A��� ���
�� �

#� ��
�4 ������
� ���� h̄k/pn 	 1� 	����
�� ���� 
#� ��

�� ����
��
� τ ��' τ ′ � ��

�'�%��'��
K ��� ����� τ � ���� 
#� ����� �� τ ′ ���
 �� ���# 
#�
 
#� ������ pn + τ − τ ′ ��� �

#� � ��
 ������� 2���� "#� ����� ���
� Bnl(k, r⊥, ω) ���  ��� ��

Bnl(k, r⊥, ω) =
∑
τ ′τ

blτ ′b∗nτ 〈unτ |(p̂n + τ)A(k, r⊥, ω)

+A(k, r⊥, ω) (p̂n + τ)|ulτ ′〉 .

"#�� �� ����

�
� 3:� ;)< �
� 3:� ;�< A� ���� 
� � ����D�����
��
 �ie�' �:��
�� ���������
��� 
#� ���
#�� ��������
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���'� |0〉i � 
#�  ����' �
�
� �� 
#� ����
��� ������
�� �� 0
# A����

"#� '������ �� 
#� �#�� � '���
� � ���%��
��� '������' �� 
#� '������ �� 
#� ����
��
��' ���#��
�� �%���
���� A#�# �  ������' �� 
#� =���
���� �� �����A�K

H =
∑
iks

E
(i)
ks b

(i)+
ks b

(i)
ks + e

∑
i

∫
Φ (r, t)|r=Ri

ψ+
i (r⊥, t)ψi (r⊥, t) dr⊥. ;/E<

"#� �����A� �:��
��� '������ 
#� '������ �� 
#� �%���
��� ��� �� %��'���' �� ��� 
3:� ;/E<K

ḃ
(j)
ks (t) = −iE(j)

ks b
(j)
ks (t)− ie ∑

k1s1j

〈ks| Φ (r, t)|r=Rj
|k1s1〉j b(j)k1s1

,

ḃ
(j)+
ks (t) = iE

(j)
ks b

(j)+
ks (t) + ie

∑
k1s1j

〈k1s1| Φ (r, t)|r=Rj
|ks〉j b(j)+k1s1

.
;/(<
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"#� ����
�� �� 3:� ;/(< A
#��
 ����
���� ��
� A��� ������
� #�� 
#� �%%����
� 
����
����K b(j)ks (t) = b

(j)
ks exp

{
−iE(j)

ks t
}
� 7�
 �� ���� ����

�
�� b(j)ks (t) = b

(j)
ks (t) exp

{
−iE(j)

ks t
}
�

"#��� 3:� ;/(< ��� �� ��'���' 
�

db
(j)
ks (t)

dt
= −ie

∑
k1s1

〈ks| Φ (r, t)|r=Rj
|k1s1〉j bk1s1 exp

{
i
(
E

(j)
ks − E(j)

k1s1

)
t
}
,

db
(j)+
ks (t)

dt
= ie

∑
k1s1

〈k1s1| Φ (r, t)|r=Rj
|ks〉j b(j)+k1s1

exp
{
−i
(
E

(j)
ks − E(j)

k1s1

)
t
}
.

;/.<

-���'��� ����
���� ��
� �ie�' � 3:� ;/.< �� � %��
����
�� ��' �4%��'� �%���
���
b
(i)
ks = b

(i0)
ks + δb

(i)
ks � A� ���� 
� %��'���� � ����� �%%��4��
��� 
#� �����A� �4%������� ���


#� 
��%���� 1����� ���%����
 �� ���#��
�� ��' ����
�� �%���
���K

δb
(i)
ks (ω) =

e

ω

∑
k1s1

b
(i0)
k1s1

〈ks| Φ
(
r, ω + E

(i)
ks − E(i)

k1s1

)∣∣∣
r=Ri

|k1s1〉i ,

δb
(i)+
ks (ω) = − e

ω

∑
k1s1

b
(i0)+
k1s1

〈k1s1| Φ
(
r, ω − E(i)

ks + E
(i)
k1s1

)∣∣∣
r=Ri

|ks〉i .
;/F<

	���

�
� 3:� ;/F< � 
#� �4%������ ;/�< ��� ����
�� �#�� � '���
� ���'�� � ����� �%%��40
��
���

ρ
(i)
⊥ (r⊥, ω) = e

∑
1,2
ψ
(i)∗
k2s2

(r⊥)ψ
(i)
k1s1

(r⊥)
〈k1s1| Φ (r, ω)|r=Ri

|k2s2〉i
ω + E

(i)
k2s2

− E(i)
k1s1

×
〈
0
∣∣∣b(i0)+k2s2

b
(i0)
k2s2

− b
(i0)+
k1s1

b
(i0)
k1s1

∣∣∣ 0〉
i
.

&� � �����
� 
#� ������ �:��
�� ;/�< ��� �� A�

�� � 
#� �����' ���� ����
�� 
� 
#� ����
��
%�
��
�� ��K

ΔΦ(r, t) = −4πe2∑
i

∑
1,2
ψ
(i)∗
k2s2

(r⊥)ψ
(i)
k1s1

(r⊥)
〈k1s1| Φ (r, ω)|r=Ri

|k2s2〉i
ω + E

(i)
k2s2

− E(i)
k1s1

×
〈
0
∣∣∣b(i0)+k2s2

b
(i0)
k2s2

− b
(i0)+
k1s1

b
(i0)
k1s1

∣∣∣ 0〉
i
δ (r −Ri)

;/)<

�� 3:� ;/)<� Ri � 
#� ��'�� �� 
#� ith A��� �� �9�"� �� �� ���
� 
#� '�����
�� ��' %��0
����� 
#� 1����� 
�������� �� �:��
�� ;/)< �� 
#� ��� 
�'��� ����'��
� z ��' �� 
#� �� ��
ϕ� A� ��'��� 3:� ;/)< 
� 
#� �����A� ����K

1

r

d

dr

(
r
dΦ (r, k, ω,m)

dr

)
−
(
k2 +

m2

r2

)
Φ (r, k, ω,m)

= −4πe2∑
i

∑
1,2

∣∣∣a(i)k2s2τ2m2

∣∣∣2 ∣∣∣a(i)k1s1τ1m1

∣∣∣2
ω + E

(i)
k2s2

− E(i)
k1s1

Φ (r, k, ω,m) δ (r −Ri)

×
〈
0
∣∣∣b(i0)+k2s2

b
(i0)
k2s2

− b
(i0)+
k1s1

b
(i0)
k1s1

∣∣∣ 0〉
i
.

;E�<

�� 3:� ;E�<� {a(i)ksτm} ��� 
#� �����ic��
� � 
#� �4%����� �� ������%��'� ����
��� ����#
����
���� "#� A��� ������� ��' �2��
#�� ������� �� 
#� �
�� ��' �in�� �
�
�� ��
��� 
#�
�:��
���

k2 = k1 + τ1 − τ2 − k,
s2 = s1 +m1 −m2 −m. ;E�<
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�� �� �''
���� ����
��� ���� %��%� �
�� � 
#� ����
��� 
#�� ��
��' ��  ����' �
�
� |0〉i�

#� �
�
� |0, kb〉i �#���' �� ���' � 3:� ;E�< ��' 
#���
�4 ������


〈
0
∣∣∣b(i0)+k2s2

b
(i0)
k2s2

− b
(i0)+
k1s1

b
(i0)
k1s1

∣∣∣ 0〉
i

�#���' �� ��%����' ��
〈
0, kb

∣∣∣b(i0)+k2s2
b
(i0)
k2s2

− b
i(0)+
k1s1

b
(i0)
k1s1

∣∣∣ 0, kb〉
i
� =��� kb ��� 
#� :���
��

������� '������ 
#� ����
��� �����

3.1 Boundary conditions and the dispersion equation for an electromagnetic
wave in a MWNT
&
 r �= Ri 
#� ����
�� �� 3:� ;E�< ��� 
#� ����
�� %�
��
�� Φ (r, k, ω,m) #�� 
#� �����A� 
����

A1Im (kr) r < R1

AiIm (kr) +BiKm (kr) Ri < r < Ri+1

BN+1Km (kr) r > RN .
;E�<

=��� Ri � 
#� ��'�� �� 
#� ith �9�" A���� R1 � ��'�� �� 
#� ���� A��� ��' RN � 
#�
��'�� �� 
#� ��
�� A���� Im (kr) ��' Km (kr) ��� 
#� ��'�ie' ������ ����
��� 	��# ����
�� ����
�� ��
��ie� �in
����� �� ����
���� ��
� �ie�' � 
#� A#��� ����'��
� �%���� Ai ��'
Bi ��� 
#� �����ic��
�� A#�# �#���' �� '��in�' �� ��� ����'��� ���'
��� �� 
#� �9�"
A����� "#��� ���'
��� ��� �� A�

�� ��K

Φ (Ri + 0, k, ω,m) = Φ (Ri − 0, k, ω,m) ,

dΦ (Ri + 0, k, ω,m)

dr
− dΦ (Ri − 0, k, ω,m)

dr
= −4πe2

∑
1,2∣∣∣a(i)k2s2τ2m2

∣∣∣2 ∣∣∣a(i)k1s1τ1m1

∣∣∣2 Φ (Ri, k, ω,m)

ω + E
(i)
k2s2

− E(i)
k1s1

×
〈
0
∣∣∣b(i0)+k2s2

b
(i0)
k2s2

− b
(i0)+
k1s1

b
(i0)
k1s1

∣∣∣ 0〉
i
.

;E�<

"#� �ir�
 ���'
�� � 3:� ;E�< ������%��'� 
� ���
��
� �� 
#� ����
�� %�
��
��� "#� �����'
����'��� ���'
�� ���le�
� '����
��
� �� 
#� %�
��
�� '����
�� '�� 
� ������� �#�� � �� 
#�
A����� "#� ���'
�� � '����' �� 
#� �
� ��
�� �� ;E�< � 
#� ���
� �� 
#� A���� 	���

�
� 
3:� ;E�< � 3:� ;E�<  ��� 
#� �����A� ���
�� ��� 
#� �����ic��
� Ai ��' BiK⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ai+1Im (qRi) +Bi+1Km (qRi) = AiIm (qRi) +BiKm (qRi)

Ai+1
dIm (qRi)

dr
+Bi+1

dKm (qRi)

dr
−Ai

dIm (qRi)

dr
−Bi

dKm (qRi)

dr
=

− 4πe2
∑
1,2

∣∣∣a(i)k2s2τ2m2

∣∣∣2 ∣∣∣a(i)k1s1τ1m1

∣∣∣2
ω + E

(i)
k2s2

− E(i)
k1s1

〈
0
∣∣∣b(i0)+k2s2

b
(i0)
k2s2

− b
(i0)+
k1s1

b
(i0)
k1s1

∣∣∣ 0〉
i

× (AiIm (qRi) +BiKm (qRi)) .

;E/<

3.2 Dispersion equations for waves in MWNTs
"#� '�%��'���� �� 
#� �����ic��
� � 
#� (i + 1)th A��� �� 
#� �����ic��
� � 
#� ith A��� ���
�� '����' ���� 3:� ;E/< ��' 
 #�� 
#� ����K

Ai+1 = Ai − fiIm (kRi)Km (kRi)Ai − fiKm (kRi)Km (kRi)Bi,

Bi+1 = Bi + fiIm (kRi) Im (kRi)Ai − fiKm (qRi) Im (qRi)Bi.
;EE<
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=���

fi = −4πe2
∑
1,2

∣∣∣a(i)k2s2τ2m2

∣∣∣2 ∣∣∣a(i)k1s1τ1m1

∣∣∣2
ω + E

(i)
k2s2

− E(i)
k1s1

〈
0
∣∣∣b(i0)+k2s2

b
(i0)
k2s2

− b
(i0)+
k1s1

b
(i0)
k1s1

∣∣∣ 0〉 .
"#� ����� ���
�� ;EE< ���
 �� ��%%�����
�' �� 
#� ���'
���A1 = 0� BN+1 = 0� A#���

N � 
#� ������ �� ����
��� A����� "#��� ���'
��� ��� ��:���' 
�  �����
�� �in
����� �� 
#�
����
���� ��
� �ie�' ������ 
#� A#��� �� �%���� "#� ����� ���
�� ;EE< #�� ���02��� ����
��� �

� '�
������
 � �:��� 
� 2���� 3:��
� 
#� '�
������
 
� 2���  ��� 
#� '�%����� �:��
��
��� ����
���� ��
� A���� � ����
����� 1�� �4��%��� � 
#� ���� �� '�����0A��� ����
���

[1 + f1Im (kR1)Km (kR1)] [1 + f2Im (kR2)Km (kR2)]
−f1f2Km (kR2)Km (kR2) Im (kR1) Im (kR1) = 0.

;E(<

�� 
#� ��
� ���� A#�� 
#� ����
��� ���
�� � 
#� �������� ��
������ %������ 
#� '�%�����
�:��
�� ;E(< #�� 
#� �����A� ����[

1− ω2
L1(m

2+k2R2
1)Im(kR1)Km(kR1)

ω2R1

] [
1− ω2

L2(m
2+k2R2

2)Im(kR2)Km(kR2)

ω2R2

]

− ω2
L2ω

2
L1(m2+k2R2

2)(m2+k2R2
1)

ω4R1R2
Km (kR2)Km (kR2) Im (kR1) Im (kR1) = 0.

;E.<

3.3 Tight-binding method for deriving the wave dispersion equation
"#� ����
��� A��� ����
�� � � �9�" A�� ����'���' �� ��� ������
��
�' � 
#� ����
���
������� ��
 ����
���� ��� 
����� ���� ��� ����� 
� ���
#��� 7�
 �� '���� 
#� '�%����� �:��
��

��� ������
 ���# 
������ ��� ���
0�����  ��%#���� ��A 
#� ����
��� A��� ����
�� �
����'���' �� 
#��� '�������� ��' ��M
 �����2�' �� ������� "#�� 3:� ;/)< � ��%����' ��

ΔΦ(r, t) = −4πe2∑
i

∑
1,2
ψ∗k2s2

(r)ψk1s1 (r)
〈k1s1|Φ (r, ω) |k2s2〉
ω + Ek2s2 − Ek1s1

×
〈
0
∣∣∣b(0)+k2s2

b
(0)
k2s2

− b
(0)+
k1s1

b
(0)
k1s1

∣∣∣ 0〉 .
;EF<

"#� ����
��� A��� ����
�� � � ��������� �� � � ��A ������ ��  ��%#��� � 
#� 
 #
0��'� 
�%%��4��
�� ��� �� A�

�� ��

ψks =
∑

cAi
ψAi

k (r) +
∑

cBi
ψBi

k (r). ;E)<

=��� ψAi

k (r) , ψBi

k (r) ��� 
A� 
 #
0��'� ����# ����
��� %�� ������ "#��� ��� 
A� 
�%�� ;&
��' �< �� ������ �
��� � ���#  ��%#��� %���� i� #�����

ψAi

k (r) = 1√
N

∑
Ai

φA (r− rAi
) exp {ikrAi

} ,
ψBi

k (r) = 1√
N

∑
Bi

φB (r− rBi
) exp {ikrBi

} . ;(�<

=��� rAi
��' rBi

��� 
#� %��
��� �� 
#� & ��' � ������ �
��� � ����� i� φA ��' φB '���
�

#� �
��� A��� ����
��� �� A ��' B ������ �
���� N � 
#� ������ �� ��
 ������

"#��� ��� 
A� A��� ����
��� ������%��'� 
� ���#A��� ������k � �� ��0�����  ��%#���
?�.@ ;���'� ��' ��
0���'� ����
��� ��� π ����
���� ��' 
A�  ��%#��� ���'� A#�# ���0
���%��' 
� 
#��� ����
���<� 1�� ������  ��%#��� 
#� ���� ��
#�' ���'� 
� ���� ����
����
3���
���� A
# 
A� A��� ����
��� ��� ������
��
�' ���� ���  ��%#��� ������ ��' A
# 
A�
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�
#�� A��� ����
��� ��� ������
��
�' ���� 
#� '������
 ������ "#� 1����� 
�������� ���� 
#�

��������� ����'��
� �� 3:� ;EF< A
# 
#� ��
 �� A��� ����
���  ���(

d2

dz2 − k2
)
Φ = −4πe2∑

1,2

∫
dr⊥ exp {−ikr⊥}ψ∗k2s2

ψk1s1×
〈k1s1|Φ(r,ω)|k2s2〉
ω+Ek2s1

−Ek1s2

〈
0
∣∣∣b(0)+k2s2

b
(0)
k2s2

− b(0)+k1s1
b
(0)
k1s1

∣∣∣ 0〉 . ;(�<

��� ����
��� ��� 
#� ��
�4 ������
� A
# 
 #
0��'� ����
���
〈
ψAi

k1
(r)
∣∣∣Φ (r, ω)

∣∣∣ψAi

k2
(r)
〉
=∫

dzΦ (z, k, ω)FA (z,k)� A#��� FA (z,k) =
∫
dr⊥ exp {−ikr⊥} |φA (r)|2 � 
#� ����0���
��

��' ��� ����� ����
��� ��� 
#�
〈
ψAi

k1
(r)
∣∣∣Φ (r, ω)

∣∣∣ψBj

k2
(r)
〉
� A� ��� 
�������� ;(�< 
� 
#�

���� (
d2

dz2 − k2
)
Φ =

∑
i fAi

(z)
∫
ρAi

(z)dzΦ (z, k, ω)+∑
i fBi

(z)
∫
ρBi

(z) dzΦ (z, k, ω) =
∑

iAifAi
(z) +BifBi

(z).
;(�<

=���Ai =
∫
ρAi

(z)dzΦ (z,k, ω) ��'Bi =
∫
ρBi

(z)dzΦ (z,k, ω)� ρAi
= |φAi

(r)|2� ρBi
=

|φBi
(r)|2 ��� 
#� ����
��� '���
��� "#� ����
�� �� 3:� ;(�< A#�# � ����in�' 
� 
#�  ��%#���

%���� #�� 
#� ����

Φ (z,k) = exp {ikz} ∫ z

+∞ dz exp {−ikz}∑i
AifAi

(z)+BifBi
(z)

2k −
exp {−ikz} ∫ z

−∞ dz exp {ikz} AifAi
(z)+BifBi

(z)

2k .
;(�<

	���

�
� 3:� ;(�< � Ai =
∫
ρAi

(z)dzΦ (z,k, ω) ��' Bi =
∫
ρBi

(z)dzΦ (z,k, ω)  ���
� #��� ������ ���
�� �� ����� �:��
���� 3:��
� 
#� '�
������
 �� 
#� ����� ���
�� 
�
2��� ���'� 
� 
#� '�%����� �4%����� 
#� ���:����� 
#��� # 
#� A��� ���
���

3.4 Estimation of wave retardation in double-wall nanotubes and bilayer
graphene
"#� '�%����� �:��
�� ;E.< #�� 
#� ��%�� �����
��� ����
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